
ПРАКТИЧЕСКОЕ ЗАНЯТИЕ № 10 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ. МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ. ОП-

РЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

Пример. Для функции 
2

1)(
x

xf = , найти такую первообразную )(1 xF , 

график которой проходит через точку )2,1(0M . 
Решение 

Совокупность всех первообразных функции 
2

1
x

  описывается формулой 

C
x

xF +−=
1)( . 

По условию 2)1(1 =F , т.е. C+−= 12 , откуда  3=C . Следовательно, 

x
xF 13)(1 −= . 

 
Упражнения 

1. Найти какую-либо первообразную ( )xF  функции ( )
x

xf 1
= , ( )∞∈ ,0x . 

2. Для функции ( )
x

xf 1
= , ( )0,∞−∈x , первообразную ( )xF , график кото-

рой проходит через точку ( )2;20 −M . 
 
Пример. Найти ∫ dxxf )( , если: 

;)() 2xexfa x +=           
21

3sin2)()
x

xxfb
+

+−= . 

Решение 
)a  Используя таблицу производных и свойство 3 интеграла, получаем 

Cxedxxe xx ++=+∫ 3
)(

3
2 . 

)b  Так как xx sin)cos( =′− ,   
21

1)(
x

arctgx
+

=′ , то 

Carctgxxdx
x

x ++=







+
+−∫ 3cos2

1
3sin2 2

.

 1 



Упражнение 
Найти интеграл: 

( )dxexa x∫ − 2) ;                 ( )
∫

− dx
x

xxb
2

32) ;             ∫ + 24 4
)

xx
dxc ;                          

∫
−

+−− dx
x

xxd
9

333)
4

22

;        ∫ dxxe
2

cos) 2 ;             е) ∫ xdxtgf 2) ;               

∫ ⋅ dxg xx 253) . 
 
Примеры 

1.  Cxxdxdxx +
+

=++=+ ∫∫ 14
)32()32()32()32(

7
66 . 

2.  






≠+
−
+

=++
=

+
+−∫ .1,

1
)(

,1,ln

)(
1

kC
k

ax
kCax

ax
dx k

k  

3.  Cax
ax
axd

ax
xdx

++=
+
+

=
+ ∫∫ 2

2

2

2 ln
2
1)(

2
1 . 

4.  Cx
x
xdctgxdx +== ∫∫ sinln

2
1

sin
)(sin . 

5.  Cax
ax
axd

ax
xdx

++=
+
+

=
+

∫∫ 2
2

2

2 )(2
)( . 

6.  0,1

1

1
222 >+






=







+









=
+ ∫∫ aC

a
xarctg

a
a
x
a
xd

aax
dx . 

7.  0,arcsin

1
222

>+





=







−









=
−

∫∫ aC
a
x

a
x

a
xd

xa
dx . 

8.  0,ln
2
111

2
1

22 ≠+
+
−

=







+
−

−
=

− ∫∫ aC
ax
ax

a
dx

axaxaax
dx . 

 

Пример.  0,
2

≠
+

= ∫ a
ax

dxJ . 

Решение. Пусть )(2 xttaxx ==++ , тогда 

dx
ax

xtdx
ax

xdxxtdt
+

=







+

+=′=
22

)(1)( , 

откуда   

2 
 



)(
)(

2 xt
xdt

ax
dx

=
+

. 

Поэтому  

CaxxCxt
xt
xdtJ +++=+== ∫ 2ln)(ln
)(
)( , 

т.е. 

Caxx
ax

dx
+++=

+
∫ 2

2
ln . 

 
Замечание 5. При вычислении  этого интеграла использована подста-

новка Эйлера  taxx =++ 2 . 
 

Пример.  ∫ −
=

)1( xx
dxJ . 

Решение 
Так как  

2
22

2
1

4
1

4
1

2
12

4
1)()1( 






 −−=






 +⋅⋅−−=−−=− xxxxxxx , 

то, используя пример 9 при  
2
1

=a , получаем 

CxC
x

x

xd
J +−=+















 −
=







 −−














 −

= ∫ )12arcsin(

2
1

2
1

arcsin

2
1

2
1

2
1

22
. 

т.е. 
CxJ +−= )12arcsin( . 

 

Пример.   ∫
+−

=
532 xx

dxJ . 

Решение 
Так как 

4
11

2
3

4
95

4
9

2
3253

2
22 +






 −=−+






 +⋅⋅−=+− xxxxx , 

то, используя пример 11, получаем 

Cxxx

x

xd
J ++−+−=

+





 −







 −

= ∫ 53
2
3ln

4
11

2
3

2
3

2

2
. 
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Пример. Вычислить интеграл 

0,22 >−= ∫ adxxaJ . 
Решение 
Подынтегральная функция определена на отрезке ],[ aa− . Положим 

tatx sin)( ==ϕ , тогда 





==

a
xxt arcsin)(ω ,  tataxa coscos2222 ==− , так 

как 



−∈

2
,

2
ππt , 0>a . Следовательно, 

CttadttatdttaJ +





 +=+=⋅= ∫ ∫ 2

2sin
2

)2cos1(
2

coscos
22

. 

Так как 

a
xt =sin ,       

a
xa

a
xt

22

2

2

1cos −
=−= , 

то 

2

22

cossin2sin
2
1

a
xaxttt −

=⋅=⋅ . 

Поэтому 

Cxax
a
xadxxa +

−
+






=−∫ 2

arcsin
2

222
22 . 

 
Упражнения 
1. Найти интеграл: 

( ) dxxа ∫ − 1053) ;            ∫ + dxxxb 5 32 15) ;              ∫ tgxdxc) ;                         

∫ + x
dxd 2cos2

) ,  
2
π

<x ;      ∫
−

dx
x

xe
16

7

1
) ;     ∫

+−
+ dx

xxx
xf

246

2

7
1) .               

2. Найти интеграл: 

∫ + x
dxa

2
) ;           ∫

+ 22 1
)

xx
dxb ,   0>x ;         ∫

+1
)

xe
dxc . 

3. Найти интеграл: 

∫ +−
− dx
xx

xa
1

13) 2
;                   ∫

−+−
+ dx

xx
xb

86
43)

2
. 

 
Примеры 
1. ∫∫∫ ++=−== Cxxxxdxxxxxdxdxx cossinsinsin)(sincos . 
2. Вычислить интеграл  

∫ += dxaxJ 2 . 
Решение 
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Полагая  xvaxu =+= ,2 , по формуле (21) находим 

∫
+

−+= dx
ax

xaxxJ
2

2
2 , 

где 

∫∫∫
+

−=
+
−+

=
+ ax

dxaJdx
ax
aaxdx

ax
x

22

2

2

2

. 

Отсюда получаем уравнение относительно J  

∫
+

+−+=
ax

dxaJaxxJ
2

2 . 

Используя результат примера 11, находим 

Caxxaaxxdxax +++++=+∫ 222 ln
22

. 

 
Упражнения 
1. Найти интеграл: 

∫ x
dxa

sin
) ;                  ∫ xdxb ln) ;                   ∫ xdxxc sin) . 

2. Найти интеграл: 
∫ dxexa x2) ;                  ∫ xdxb 2arccos) . 

 
 Пример. Если функция маржинального продукта имеет вид 

( ) 3(3 2)MP L L= + , то найдите функцию общего продукта. Воспользуемся фор-
мулой (14) и имеем: 

29( ) ( ) 3 (3 2) 6 .
2

Q L MP L dL L dL L L C= = + = + +∫ ∫  

 Пример. Если функция маржинального продукта имеет вид 
( ) 4sin 2MP L L= , то найдите функцию общего продукта. Здесь 0 0L Q= ⇒ = . 

Воспользуемся формулой (5.14) и имеем: 
( ) 4 sin 2 2cos2 .Q L LdL L C= = − +∫  

Здесь 0 2L C= ⇒ = . Тогда ( ) 2cos2 2.Q L L= − +  
 Пример. Если функция маржинального продукта имеет вид 

( ) 4cos2MP L L= , то найдите функцию общего продукта. Здесь 0 3L Q= ⇒ = . 
Воспользуемся формулой (5.14) и имеем: 

( ) 4 cos2 2sin 2 .Q L LdL L C= = +∫  
Здесь 0 3L C= ⇒ = . Тогда ( ) 2sin 2 3.Q L L= +  
  
Упражнения 

a) Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 3 sin 2MP L L L= , 
то найдите функцию общего продукта. 
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b) Если функция маржинального продукта имеет вид 2( ) 5 sin 2MP L L L= , 
то найдите функцию общего продукта. Здесь 0 0L Q= ⇒ = . 

c) Если функция маржинального продукта имеет вид ( ) 4 ln3MP L L L= , то 
найдите функцию общего продукта. Здесь 0 2L Q= ⇒ = . 

 
Пример. Вычислить ( ) dxexx x∫ ++ 52 23 . 
Решение  
Если вычислить этот интеграл с помощью трехкратного интегрирования 

по частям, то получим: 
( ) ( ) Cexxxdxexx xx +++−=++∫ 3252 2323 . 

Этот ответ имеет ту же структуру, что и подынтегральная функция, т.е. 
является (с точностью до произвольной постоянной) произведением многочле-
на третьей степени на показательную функцию xe . Поэтому первообразную 
можно было сразу искать в следующем виде: 

( ) ( )∫ ++++=++ EeDCxBxAxdxexx xx 2323 52 ,            (1) 
гдеЕ - произвольная постоянная. 

Чтобы найти неопределенные коэффициенты ,,,, DCBA продифферен-
цируем обе части равенства (1), учитывая при этом что производная неопреде-
ленного интеграла равна подынтегральной функции: 

( ) ( ) ( ) xxx eDCxBxAxeCBxAexx ++++++=++ 23223 2352  
Разделив обе части этого равенства на xe , получим: 

DCxBxAxCBAxxx ++++++=++ 23223 2352 , 
откуда 

( ) ( ) ( )DCxCBxBAAxxx ++++++=++ 2352 2323 .                       (2) 
Воспользуемся теперь тем, что два многочлена тождественно равны тогда 

и только тогда, когда они имеют одинаковую степень и равны их коэффициен-
ты при одинаковых степенях переменной. Сравнив в тождестве (2) коэффици-
енты при одинаковых степенях переменной x , получим: 

.5
02
,23

1

0

1

2

3

=+
=+
=+

=

DC
CB
BA

A

x
x
x
x

 

Мы получили систему из четырех уравнений с четырьмя переменными 
.,,, DCBA   

Решая ее, находим: ,1=A ,1−=B ,2=C 3=D .   
Таким образом, 

( ) ( ) Eexxxdxexx xx +++−=++∫ 3252 2323 . 
 
Пример. Вычислить ∫ dxxe x 2sin3 . 
Решение  
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Здесь подынтегральная функция является произведением показательной 
функции и синуса. В этом случае ее первообразная равна произведению показа-
тельной функции и линейной комбинации синуса и косинуса того же аргумен-
та: 

( ) CxBxAedxxe xx ++=∫ 2sin2cos2sin 33 .                                   (3) 
Для нахождения неопределенных коэффициентов A  и B  продифферен-

цируем обе части равенства (3): 
( ) ( )xBxAexBxAexe xxx 2cos22sin22sin2cos32sin 333 +−++= . 

Разделим обе части этого равенства на xe3 : 
xBxAxBxAx 2cos22sin22sin32cos32sin +−+= . 

Далее имеем: 
( ) ( ) xBAxABx 2cos232sin232sin ++−= . 

Полученное равенство справедливо для любых значений x .Это имеет ме-
сто тогда, когда равны коэффициенты при x2sin и x2cos  в левой и правой частях 
равенства. Приравняв друг другу указанные коэффициенты, получим: 

.023
,123

2cos
2sin

=+
=−

BA
AB

x
x

 

Из этой системы двух уравнений с двумя переменными A  и B  находим: 

13
2

−=A , 
13
3

=B . Значит 

( )∫ +−=+





 +−= CxxeCxxedxxe xxx 2cos22sin3

13
12sin

13
32cos

13
22sin 333 . 

 
Упражнения 
Используясь методом неопределенных коэффициентов, вычислите сле-

дующие интегралы: 
1. ( )∫ −+ dxexx x22 123  
3. ( )∫ −+− dxexx x285 2  

2. ∫ − dxxe x 3cos  
4. ( )∫ + dxxx 2sin8  

 
Интегралы от дробей 1-го рода вычисляются непосредственно  

1) ∫ +−=
−

CaxAdx
ax

A ln ; 

2) 
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ =+
+−

−
=−=

−

+−
− ...,4,3,2

1

1

nC
n
axAdxaxAdx

ax
A n

n
n

. 

 
Упражнения 
Вычислите следующие интегралы от простейших дробей.  
 1. ∫ ++ 26 2 xx

dx .    2.
( )

dx
x

x
∫

+

+
22 2

35 . 

 3.
( )∫ + 332x

dx .    4. dx
xx

x
∫ +−

+
83

23
2

. 
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 5. ( )∫ ++
− dx
xx

x
22 154

72 . 

Пример. Вычислить ∫ −+
+ dx
xx

x
32

16
2

. 

Решение  
Разложим знаменатель подынтегральной функции на множители: 

( ) ( )31322 +−=−+ xxxx . 
Выпишем подынтегральную функцию и представим ее в виде суммы 

простейших дробей: 

( ) ( ) 3131
16

+
+

−
=

+−
+

x
B

x
A

xx
x . 

Освободившись в этом равенстве от знаменателей, получим: 
( ) ( )1316 −++=+ xBxAx .                                            (2) 

Для отыскания коэффициентов воспользуемся методом подстановки 
частных значений. Для нахождения коэффициента  А  положим 1=х . Тогда 

из равенства (2) получим А47 = , откуда 
4
7

=А . Для отыскания коэффициен-

та В  положим 3−=х . Тогда из равенства ( )2  получим В417 −=− , откуда 

4
17

=В . 

( ) ( ) 3
4

17

1
4
7

31
16

+
+

−
=

+−
+

хххх
х . 

Значит, 
 

.3ln
4

171ln
4
7

34
17

14
7

32
16

3 Cxx
x
dx

x
dxdx

xx
x

+++−=
+

+
−

=
−+

+
∫ ∫ ∫  

 
 

Пример. Вычислим ( ) ( ) ( )∫ +−+
+++ dx
xxx

xxx
212

582
22

24

. 

Решение 
Выпишем подынтегральную функцию и представим ее в виде суммы 

простейших дробей. В знаменателе содержится множитель 22 +x , не имею-
щий действительных корней, ему соответствует дробь 2-го рода: 

22 +
+

x
BAx , 

множителю ( )21−х  соответствует одна дробь 1-го рода 
2+x

E . Таким образом, 

подынтегральную функцию мы представим в виде суммы четырех дробей: 
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( ) ( ) ( ) ( ) 2112212
582

2222

24

+
+

−
+

−
+

+
+

=
+−+

+++
x

E
x
D

x
C

x
BAx

xxx
xxx .               (3) 

Освободимся в этом равенстве от знаменателей. Получим: 
( ) ( ) ( ) ( )221582 2224 +++−+=+++ xCxxBAxxxx  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )222 122122 −+++−+++ xxExxxDx                           (4) 
Знаменатель подынтегральной функции имеет два действительных 

корня ,1=х 2−=х . При подстановке в равенство )4( значения 1=х  полу-
чаем С916 = , откуда находим 

9
16

=С  . при подстановки 2−=х  получаем 

Е5413 = и соответственно определяем 
54
13

=Е . Подстановка значения 2ix =  

( корня многочлена 22 +х ) позволяет перейти к равенству  
( ) ( ) ( )2212252844

2
+−+=++− iiBiAi . 

Оно преобразуется к виду: 
( ) ( ) iiBABA 285252210 +=−++ , 

откуда 5210 =+ ВА , а ( ) 28252 =− ВА . 
Решив систему двух уравнений с двумя переменными  





=−
=+

,652
,5210

ВА
ВА

 

находим:  
54
41

=А ,
27
35

−=В . 

 Осталось определить значение коэффициента D . Для этого в равенстве 
( )4  раскроем скобки, приведем подобные члены, а затем сравним коэффици-
енты при 4x . Получим : 

1=++ EDA , т.е. .0=D  
Подставим найденные значения коэффициентов в равенство ( )3  : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 2
54
13

1
9

16

2
27
35

54
41

212
582

2222

24

+
+

−
+

+

−
=

+−+
+++

xxx

x

xxx
xxx

 
а затем перейдем к интегрированию: 

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫ +
+

−
+

=
+−+

+++
227

35
254

41
212

582
2222

24

x
dx

x
dxxdx

xxx
xxx  

( )
( ) −−+=

+
+

−
+ ∫ ∫ 2227

352ln
108
41

254
13

19
16 2

2

xtgarcx
x
dx

x
dx  

( ) Cx
x

+++
−

− 2ln
54
13

19
16 . 

Упражнения 
Вычислите следующие интегралы от правильных дробей.  
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1. ∫ −+
+ dx

xxx
x

2
2

23

2

. 

3.
( ) ( )∫ ++ 2

2

31 xx
dxx . 

5. ∫ +13x
dxx . 

 

2. ( ) ( )∫ −+
− dx
xx

x
91

23
2 . 

4. ( ) ( )∫ ++ 11 22 xx
dx . 

6. ( ) ( )∫ ++
− dx
xx

x
42

12
22

 
 

Пример. Вычислить ( ) ( ) ( )∫ −+−
−++− dx

xxx
xxxx

321
11164 234

. 

Решение  
Имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) 652321 23 +−−=−+−= xxxxxxxg , 
( ) 11164 234 −++−= xxxxxf . 

  
Для выделения целой части разделим ( )xf  на ( )xg : 
 

2
652

12
121042
111062

652
11164

23

2

23

23

34

234

−
+−−

+
−++−
−++−

−

+−−
−++−

−

x
xxx

x
xxx
xxx

xxxx
xxxx

 

Итак, 
( )
( ) 652

122
22

2

+−−
+

+−=
xxx

xx
xg
xf . 

Значит, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ −+−
+

++−=
−+−
−++− dx

xxx
xdxxdx

xxx
xxxx

321
122

321
11164 2234

. 

Имеем: 

( )∫ +−=− 1

2

2
2

2 Cxxdxx . 

Для вычисления интеграла  
( ) ( ) ( )∫ −+−

+ dx
xxx

x
321

12 2

 применяется, как и 

выше, метод неопределенных коэффициентов. После вычислений, которые 
мы оставляем читателю, получаем: 

( ) ( ) ( ) .3ln
10
192ln

5
31ln

2
12

2321
11164 2234

∫ +−+++−−−=
−+−
−++− Cxxxxxdx

xxx
xxx

 
 

Упражнения 
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Вычислите следующие интегралы от неправильных дробей. 

1. ∫ −
−+ dx

x
xx
2

15

. 

3. ∫ +−
+ dx
xx

x
86

4
2

3

. 

 

2. ∫ −
+ dx

xx
x

3

4 2 . 

4. ∫ +−
+ dx

xxx
x

45
25

23

3

Пример. Вычислить 
( ) ( )

∫

−
+

+− 4

1
221

x
xxx

dx . 

Решение  
Учитывая, что под корнем содержится дробно–линейно выражение, 

воспользуемся подстановкой  

4

1
2 t

x
x

=
−
+ , откуда  

1
2

4

4

−
+

=
t
tx . 

Выразим все компоненты подынтегрального выражения через t . 

1
32

1
22;

1
31

1
21

4

4

4

4

44

4

−
=+

−
+

=+
−

=−
−
+

=−
t

t
t
tx

tt
tx ; 

( ) dt
t

tdt
t
tdx 24

3

4

4

1
12

1
2

−
−=

′








−
+

= . 

Заменив под знаком интеграла переменную x  новой переменной t , по-
лучим: 

( ) ( )

( ) .
2
1

3
4

3
4

3
4

1
3

1
3

1
12

1
221

4
2

4

4

4

4

3

4

∫∫ ∫ +
+
−

=+=−=
⋅

−
⋅

−

−
−

=

−
+

+−
C

x
xC

tt
dt

t
t

t
t

dt
t

t

x
xxx

dx  

 
 
 

Пример. Вычислить ∫ −
+

−
+

−

−
−

+
= dx

xxx

xx

I

7
15

7
15

7
15

5
7

1571

36

3

. 

Решение  
В данном случае под знаком интеграла содержатся корни с разными 

показателями, но с одним и тем же подкоренным выражением. Наименьшее 
общее кратное всех показателей корней, входящих в состав подынтегрально-
го выражения, равно 6, поэтому данный интеграл от иррациональной функ-
ции может быть рационалиризован с помощью подстановки: 

5
17,

7
15 6

6
+

==
− txtx . 
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Тогда  
2335

7
15,

7
15,

5
42 txtxdttdx =

−
=

−
= . 

Заменив переменную под знаком интеграла, получим: 
( )

∫ ∫ ++
−

−=⋅
++

+−+
= dt

tt
ttdtt

ttt
ttI

15
294

5
421771

2

610
2

32

62

. 

Под знаком интеграла содержится неправильная рациональная дробь. 
Для выделения целой части разделим числитель на знаменатель так, как это 
было сделано ранее. 

Получаем: 

1
1122

1 2
234578

2

610

++
−

++−++−+−=
++

−
tt

tttttttt
tt
tt . 

Поэтому  

=







++
−

++−++−+−−= ∫ dt
tt

ttttttttI
1

1122
5

294
2

234578  









++

−
++−++−+−−= ∫ dt

tt
ttttttttt

1
1

345
2

6895
294

2
2

345699

. 

Для вычисления dt
tt

t
∫ ++

−
1

1
2

  выделим в знаменателя полный квадрат 

аналогично тому, как это было сделано в предыдущем примере. Получим: 

( ) Ctarctgttdt
tt

t
+

+
−++=

++
−

∫ 3
1231ln

2
1

1
1 2

2
. 

Окончательно находим: 

( ) ,
3

1231ln
2
1

345
2

6895
294 22

345689

CtarctgttttttttttI +

+

−++++−++−+−


−=

 

где 6

7
15 −

=
xt . 

 
Упражнения 
Вычислите следующие интегралы от иррациональных функций. 

1. dx
x

x
∫

+4 . 

3. ( ) dx
xx

xxx
∫ +

++
3

63 2

1
. 

5.
( )∫ +

−
−

dx
x
x

x
3

2 2
2

2
1 . 

 

2. ∫ + dxxx 1 . 

4. ∫ +

− dx
x
x

21
21 . 

6.
( ) ( )∫ −−−

+− dx
xx

x
11212

112
3

6

Пример. Вычислить ∫ dxxx 23 cossin . 
Решение 
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В данном случае имеем: 
( ) ( ) .cossincossincos,sin 2323 xxxxxxR −=−−=−  

Воспользуемся подстановкой tx =cos .Заметим, что  
( ) xxdxxxxdxxx 222223 coscos1sincossincossin −−==  

( ) ( ) ( )xdxxdxx coscoscos1sin 22−−=− . 
Значит, 

( ) ( )∫∫ ∫ +−=+−=−=−−= CxxCttdtttdtttdxxx 35
35

242223 cos
3
1cos

5
1

35
1cossin

 
 
 

Пример. Вычислим ∫ + x
dxx
2

3

sin1
cos . 

Решение 
В данном случае имеем: 

( ) ( ) ( )xxR
x

x
x

xxxR cos,sin
sin1

cos
sin1

coscos,sin
2

3

2

3

−=
+

−=
+
−

=− . 

Воспользуемся подстановкой tx =sin : 

( )∫ ∫ ∫ =
+
−

=
+

=
+

xd
x
xdxx

x
x

x
dxx sin

sin1
sin1cos

sin1
cos

sin1
cos

2

2

2

2

2

3

 

∫ ∫ =+−=





 −
+

=
+
−

= Cttarctgdt
t

dt
t
t 21

1
2

1
1

22

2

 

( ) Cxxarctg +−= sinsin2 . 
 
 

Пример. Вычислить ∫ dx
x
x

4

2

sin
cos . 

Решение  
В данном случае имеем: 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin =−− , 
Значит, в качестве рационализирующей может выступить одна из двух 

подстановок txtg =  или txctg = . Имеем: 

∫∫ =
x

dxxctgdx
x
x

2
2

4

2

sinsin
cos . 

В данном случае целесообразно сделать подстановку txctg =  

Тогда  
x

dxdt
2sin

−=   и, следовательно, 

∫∫ +−=+−=−= CxctgCtdttdx
x
x 3

3
2

4

2

3
1

3sin
cos . 
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Пример. Вычислим dxxx

42 cossin∫ . 
Решение  

( )∫ ∫ == dxxxxdxxx 22242 coscossincossin  

=
+

⋅
−

== ∫ ∫ dxxxdxxx
2

2cos1
2

4cos1
4
1cos2sin

4
1 22  

( )∫ 

 +−=−+−=

4
4sin

16
12cos4cos2cos4cos1

6
1 xxdxxxxx  



 −+−=


+

−+ ∫ 2
2sin

4
4sin

16
1

2
2cos6cos

2
2sin xxxxxx  



 −+=+










+− xxCxx 2sin

4
1

16
1

2
2sin

6
6sin

2
1  

Cxx +

−− 6sin

12
14sin

4
1 . 

 
 
Пример. Вычислим ∫ dxxxx 5sin3sinsin . 
Решение  
Несколько раз воспользуемся формулами преобразования произведе-

ния в сумму: 

( )∫ ∫ =−= dxxxxdxxxx 5sin4cos2cos
2
15sin3sinsin  

(∫ ∫ ∫ +=−= xdxxxdxxx 7sin
4
15sin4cos

2
15sin2cos

2
1  

) ( )∫ −





 −−=+−+

3
3cos

7
7cos

4
1sin9sin

4
13sin xxdxxdxx  

CxxxxCxx
+

−−+
=+






 −−−

252
3cos217cos9cos639cos7cos

9
9cos

4
1 . 

 
Упражнения 
Вычислите следующие интегралы от тригонометрических функций. 
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1. ∫ dxxtg 5 . 

3. ∫ dxx
7

3

sin
cos  

5. ∫ dx
x
x

3 2

3

sin
cos  

7. ∫ dxxtg 4 . 

2. ∫ xx
dx

cossin 3 . 

4. ∫ +− xx
dx

22 sin5cos34
. 

6. ∫ dxxx 45 cossin . 

8. ∫ x
dx

5cos
. 

9. dx
x

x
∫ + sin1

cos3

. 

11. ∫ dx
x
x

2

4

cos
sin . 

10. ∫ x
dx

4sin
. 

12. ∫ dxx8cos . 

 
 
Пример (Архимеда).  Найти  площадь  криволинейной  трапеции,  огра-

ниченной     параболой 2xy =  и прямыми 0=x , 1=x , 0=y . 

 
Решение 
Разделим отрезок ]1,0[  на n  равных частей точками  

1,1,...,2,1,0 1210 ==
−

==== − n
nx

n
nx

n
x

n
xx nn . 

Тогда  

1)(,)1()(,...,2)(,1)(,1)( 2

2

2

2

12

2

22

2

10 ==
−

==== − n
nxf

n
nxf

n
xf

n
xfxf nn . 

Составим сумму nS  (площадь ступенчатой фигуры на рис. 6): 

( )2222
32

2

2

2

2

2

2 32113211 n
nn

n
nnnn

Sn ++++=






 ++++=  . 

Методом математической индукции можно доказать, что 

6
)12)(1(321 2222 ++

=++++
nnnn . 

Значит, 

 15 



2

2

32

2

2

2

2

2

2 6
132

6
)12)(1(13211

n
nnnnn

nn
n

nnnn
Sn

++
=

++
=







 ++++=  , 

откуда 

3
1

6
2

6
132limlim 2

2

==
++

==
∞→∞→ n

nnSS
nnn

. 

Заметим, что этот результат был получен еще Архимедом с помощью 
предельного перехода.  

 
 
Пример. Приведем пример, показывающий, что существуют неинтегри-

руемые функции. Напомним, что функцией Дирихле называют функцию )(xD , 
определяемую на отрезке ]1,0[  равенствами 





−
−

=
.,0

,,1
)(

числоьноеиррационалxесли
числооерациональнxесли

xD  

Какой бы отрезок ],[ 1+kk xx  мы ни взяли, на нем найдутся как рациональ-
ные, так и иррациональные точки, т. е. точки, где 0)( =xD , и точки, где 

1)( =xD . Поэтому для любого разбиения отрезка ]1,0[  все значения km  равны 
нулю, а все значения kM  равны единице. Тогда все нижние суммы Дарбу 

∑
−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xms  равны нулю, а все верхние суммы Дарбу ∑

−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xMS  равны 

единице, поскольку 

00
1

0

1

0
=∆⋅=∆= ∑∑

−

=

−

=

n

k
k

n

k
kkT xxms ,      11

1

0

1

0
∑ ∑
−

=

−

=

=∆⋅=∆=
n

k

n

k
kkkT xxMS  

а ∑
−

=

∆
1

0

n

k
kx  длина отрезка ]1,0[ . Итак, в рассматриваемом случае }0{=M , 

}1{=N  и любое число из промежутка ]1,0[  разделяет множества M  и N . 
Значит, функция Дирихле не является интегрируемой на отрезке ]1,0[  

 
 

Пример. Показать 

∫ −=
b

a

abdx , 

пользуясь определением интеграла и теоремой о том, что если функция )(xf  
непрерывна на отрезке ],[ ba , то она интегрируема на этом отрезке. 

Решение 
Функция ( ) 1=xf  непрерывна на отрезке и в силу теоремы 2 интегрируе-

ма. Пусть { }nixT i ,...,1,0, ==  - произвольное разбиение отрезка ],[ ba . Так как 
( ) 1=xf , то  для любого разбиения отрезка ],[ ba  все значения km  равны еди-

нице , а все значения kM  также равны единице. Тогда все нижние суммы Дарбу 
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∑
−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xms  равны 1, а все верхние суммы Дарбу ∑

−

=

∆=
1

0

n

k
kkT xMS  равны 1, по-

скольку 

abxxms
n

k
k

n

k
kkT −=∆⋅=∆= ∑∑

−

=

−

=

1

0

1

0
1 ,      abxxMS

n

k

n

k
kkkT −=∆⋅=∆=∑ ∑

−

=

−

=

1

0

1

0
1  

а ∑
−

=

∆
1

0

n

k
kx  длина отрезка ],[ ba . Итак, в рассматриваемом случае }{ ab −=M , 

}{ ab −=N . Тогда   

abSxMIxmsab T

n

k
kk

n

k
kkT −==∆≤≤∆==− ∑∑

−

=

−

=

1

0

1

0
, 

и поэтому abdxI
b

a

−== ∫ . 

 
Упражнение 
Показать 

∫
−

=
b

a

abxdx
2

22

, 

пользуясь определением интеграла и теоремой о том, что если функция )(xf  
непрерывна на отрезке ],[ ba , то она интегрируема на этом отрезке. 

 
 
Пример. Переменные издержки производства определяются формулой  

xy 3= , где x - количество произведенных единиц продукции. Рассчитать сред-
ние издержки производства, если объем производства составляет от 3 до 5 еди-
ниц. 

Решение 

Среднее значение функции есть  12
2
33

35
1 5

3

5

3
∫∫ ==⋅

−
xdxxdx . Поскольку 

xy 3= , имеем: 
0312 x= , откуда 40 =x . 

Средние издержки производства составляют 12. 
 
Упражнение 
Найти среднее значение издержек ( ) 143 2 ++= xxxK , если объем продук-

ции x меняется от 3 до 3 единиц, и указать объем продукции, при котором из-
держки принимают среднее значение. 

 

Пример.  Функция  
3

3x  - одна из первообразных для функции 2x . Поэто-

му  
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3333

33333
2 ababxdxx

b

a

b

a

−
=−=







=∫ . 

 
 

Пример. Вычислить  ∫
−

−+
1

2

3 )432( dxxx . 

Решение 
Имеем  
 

=−+=−++=−+ ∫∫∫∫∫∫∫
−−−−−−−

1

2

1

2

1

2

3
1

2

1

2

1

2

3
1

2

3 433)4(32)432( dxxdxdxxdxdxxdxxdxxx  

=⋅−⋅+⋅=
−−−

1

2

1

2

1

2
4

2
3

4
2

24

xxx  

.24)2(1(4))2(1(
2
3))2(1(

2
1 2244 −=






 −−−−−+−−=  

 

Упражнения 
1. Вычислить интегралы: 

а) ∫ +

3

1
21 x

dx ;    б) ∫
2

0

2sin

π

xdx ;     в) dx
x
x

∫
2

6

3sin
cos

π

π

;     г) ∫ −

2

0
216 x

dx . 

2. Дана функция 

( )




≤≤
≤≤

=
.21
,102

xприx
xприx

xf  

Вычислить  ( )∫
2

0

dxxf . 

3. Вычислить интеграл ∫ −
2

0

1 dxx . 

4. Вычислить интеграл ∫
b

a

dx
x
x

,   где ba < . 

 

Пример. Вычислить  ∫
2

1

dxxex . 

Решение. Положим dxedvxu x== , . Тогда xevdxdu == , . Используя 
формулу (7), получим 

22212
2

1

2

1

)(212
2

1

2

1
eeeeeeeedxexedxxe xxxx =−−−=−⋅−⋅=−= ∫∫ . 

 
Упражнения  
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1. Показать, что для любых Nm∈ , Nn∈ справедливы равенства 

а) ;0cossin =⋅∫
−

π

π

nxdxmx                           б) .cossin 22 π
π

π

π

π

==∫ ∫
− −

nxdxmxdx  

2. Вычислить интеграл dxbxe
b

ax∫
π

0

sin . 

3. Вычислить интеграл dxx
e

∫
1

3ln . 

4. Вычислить интеграл dxx∫
4

0

2

sin

π

. 

5. Вычислить интеграл dxee xx∫ −arcsin . 

 

Пример. Вычислить  ∫ −
a

dxxa
0

22 . 

Решение 
Воспользуемся тригонометрической подстановкой tatx sin)( ==ϕ , 

2
0 π

≤≤ t . Найдем пределы интегрирования α  и β  для новой переменной t . 

Функция tat sin)( =ϕ  на отрезке 



 π

2
,0 определена и дифференцируема 

внутри него, причем 0)0( =ϕ , a=







2
πϕ  и ],0[

2
,0 a=












 πϕ . Значит, можно 

применить формулу (8). Имеем 

∫∫∫∫ ==⋅=⋅=−
2

0

2
2

0

2
2

0

22

0

22 coscoscoscoscos

πππ

tdtatdtatatdtatadxxa
a

 

=+===
+

=== ∫∫∫∫ 2
2

2
22

0

22

0

22

0

2
2

0

22

00 2
2sin

22
2cos

222
2cos1cos

ππ
ππππ

tatatdtadtadttatdta  

4
)0sin(sin

4
0

22

222 aaa πππ
=−+






 −= . 

 
Упражнение 
Пусть функция f  непрерывна на отрезке ],[ aa − . Показать, что: 

а) если f  - нечетная функция, то ( ) ;0=∫
−

a

a

dxxf  

б) если f  -  четная функция, то ( ) ( ) /2
0
∫∫ =

−

aa

a

dxxfdxxf  
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Пример. Вычислить  ∫ +−

5,1

5,0
2 544 xx

dx . 

Решение 
Так  как 4)12(544 22 +−=+− xxx . Положим 12 −= xu ; тогда dxdu 2= . 

Если 5,0=x , то 015,0212 =−⋅=−= xu ; если 5,1=x , то 215,1212 =−⋅=−= xu . 
Таким образом, 0 и 2 - новые пределы интегрирования. Функция 12 −= xu  на 
отрезке ]5,1,5,0[  определена, дифференцируема и монотонно возрастает; зна-
чит, можно воспользоваться формулой (8) (но если в предыдущем примере мы 
использовали эту формулу «слева направо», то теперь будем идти «справа на-
лево»). Получаем 

=
+

=
+−

=
+− ∫∫∫

2

0
2

5,1

5,0
2

5,1

5,0
2 42

1
4)12(

2
544 u

du
x

dx
xx

dx  

16
0

44
1)01(

4
1

22
1

2
1 2

0

ππ
=






 −=−=






⋅= arctgarctguarctg . 

Упражнения 
1. Показать, что если f  - непрерывна на отрезке 1R   периодическая с пе-

риодом T  функция, то для любого 1R∈α  справедливо равенство 

( ) ( ) .∫∫ =
+ T

a

Ta

a

dxxfdxxf  

2. Вычислить интегралы: 

а) dxx
∫

+π

0 2
2cos1 ;                          б) ∫ −

π100

0

2cos1 dxx . 

3. Вычислить интегралы: 

а) ∫
−

−
3

3

24 dxx ;                             б) dx
x

x
∫

−4

2
4

2 4 .     
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